Prof. Dr Vojislav André

JEDNACINE | NEJEDNACINE SA APSOLUTNIM VREDNOSTIMA

Problemi sa apsolutnim vrednostima predjisja materiju koja efikasno sintetizuje sadrzaje
linearnim jedn&inama i nejedndnama. Pre nego Sto sintgtost navedene materije ilustrujemo karakte-
risti¢cnim primerima podsetimo se definicije apsolutnedwaesti realnog broja:

a akojea>0
Akoje allR,ondajd a | = 0 akojea=0 .
-aakoje a<0
Definicija apsolutne vrednosti realnog Breg analogno prenosi i na apsolutnu vrednostazsax

zn&i da je apsolutna vrednost izrazajednaka samom sebi, tjako je izrazl pozitivan, 0 ako jé =0
jednak je 4 ako je izrazl negativan.

PRIMER 1:

Odredi skup reSenja jedfiae | x — 11 + x =1x+ 11

ReSenje: Treba posmatrati izraze x — 1 i xijihov znak.

Xx—1 0 1
—_——————,————— e —  ++++HH++

X+ 1 -1 0 1
——————————————— +++++++++ A+ A

Zbog toga razlikujemo pet slajeva koji su vezani za tri intervala: o; — 1), (-1, 1) i (1) i dve
granice udenih intervala: — 11 1.

1) Akojex<-1,ondajex—-1<-2<0 i X< 0 i jedn&éina postaje —(x—1F x == (x+1) ili
1=-—x-1,paje x=-2.Kako broj — 2 pripgasmatranom intervalu, to smo dobili jedno reSenje.

2) Akoje x=-1, dobijamo da je 1 = 0, pa —j& neSenje jednane.

3) Akoje -1< x < 1,ondajex—-1<0,&% >0 i jednéina postaje —(x—1)+x =x+1ilil=x+1,
paje x = 0. Kako broj 0 pripada posmatranomriratiel, te smo dobili jedno reSenje.

4) Akoje x=1 dobijase 1= 2, sto Zhda x = 1 nije reSenje jedtiae.

5) Akojex>1,onda je x—1>0 i x+ Dppase dobijasejediaa x—1+x=x+1 ili x=2. Kako
broj 2 pripada posmatranom intervalu, broj 2 jeengs date jedri@ne.

Dakle skup reSenja jedtiae je S ={- 2, 0, 3.

PRIMER 2:

ReSi nejednénu I x—21 + 14+ x| <6xX.

ReSenje: Kako je apsolutna vrednost izraza uvekgegivna vazi nejednakoskQd x — 21 +1 4 + x| < 6x,
pa je x > 0. To skkalje reSavanje nejedtiae, jer je dovoljno posmatrati dva intervala: 2D,i [2, «).



1) Ako je 0<x <2, nejeddima je ekvivalentnasa2—Xx + 4 + X < 6x, tj. afe 6 < 6x, paje x > 1, odno-
snol<x<2.

2) Akoje x=2, onda dobijamo nejedtiau x —2 + 4 + x < 6x ili 2 <4x. ReSenje delig nejednane
je x> % a kako je interval u kome se nejetina posmatra % 2, to je reSenje nejedine u ovom inte-

rvalu x= 2.

Prema tome, skup reSenja nejetiinaje S = (1, 2) [2, o) = (1, ).

PRIMER 3:

Odredi skup reSenja jedtiae: ||||| x| + x| + x| + x| + x| = 2000.

ReSenje: Razlikujemo tri slaja:

1) Akoje x<0,ondaj¢ x|=-x, padata jedtigma postajd||| - x + x|+ x|+ x|+ x| = 2000 ili
Il x|+ x]+ x|=2000. Daljom transformacijom se doHbjja x + x| + x| = 2000, tj.| x | = 2000. ReSenje
jedn&ine je — 2000.

2) Ako je x =0, jedndna nema re3enje, jer jez2000.

3) Ako je x >0, onda j¢ x| =X, pa data jeddaa postaje||| x + x|+ x|+ x|+ x| = 2000 ili
lll 2x |+ x| + x| + x| = 2000. Daljom transformacijom jedniae se dobijg|| 2x + x| + x| + x| = 2000, tj.
|| 3x |+ x|+ x| =2000 i u sled@m koracimal| 4x| + x| = 2000, odnosnp5x |= 2000. ReSenje jedtiae
je 400.

Skup reSenje date jedfiae je S ={— 2000, 409.

PRIMER 4:

Data je jedn&ina || x — 2| — 1] =a . Za koju vrednost parametra a jeiimaima najvéi broj reSenja?

ReSenje: U prvom koraku posmatrajmo funkagjjer || x — 2| - 1] .

1-x akojex<l
|2—X—1|=|1—X| akojex<2 | x-1 akojelsx<?2
|x=2-1] =|x - 3| akojex>2 |3-x akoje2s<x<3

x—-3 akojex=3

Posmatrana funkcija postajg = {

GRAFIK

U drugom koraku posmatramo presek dobijene funkgjave y = a.

Ako je a < 0 jedn&@na nema reSenja, jer praye= a ne sée grafik funkcijey = || x—2| - 1|.

Ako je a =0 jedn&na ima dva reSenja, jer prawe=a see grafik funkcijey = || x— 2| — 3 u dvema
tackama (1, 0) i (3, 0).



Ako je 0<a <1 jedrEnaima 4 reSenja, jer prava y = &sgrafik funkcijey = || x — 2| — 1] ucetiri tacke:
(1-aa; (L+a,a); (3—-a,a); (3+a,a).

Ako je a =1, jedngna ima 3 re3enja, jer prava=a se&e grafik funkcijey =||x— 2| -1 u tri tatke:
0,1),(2,1) i (4,2).

Ako je a> 1, jedndna ima 2 re3enja, jer prava=a se&e grafik funkcijey =||x—2|—-1 u dvema
tackama: (1-a,a) i (3 +a, a).

Prema tome najéebroj reSenja je&etiri i dobija se ako je 0 <a<1.

Za apsolutnu vrednost se vezuje i jos jednaagdnakost koja je poznata iz prethodnih razréda.

je jednakost a® = | a | koja vaZi za svaki realan broj. Naredni primekamuje kako se navedena jedna-

kost efikasno primenjuje.

PRIMER 5:

Ako je 1<a<?2, ondaje \/a+ 2ya-1 +\/a— 2/a-1 =2.Dokazi.

Resenje: Nekaje A Ja+2/a-1 +,/a-2/a-1 .

TadajeA=a -1+2fa-1+1 +  a-1-2Ja-1+1 = [{Ja-1+1)* +[Ja-1-1)? =
=|Ja-1+1]+|Ja-1-1|. KakojeIca<2, toje Gca-1<1. Slediidaje0< /a-1 <1.
ZbogtogajelsJa-1 +1< 2 i —15F—1s0,paje‘m+l‘=m+lz 1i
[Ja-1-1=1-Ja-1 =20

Uzimajutu u obzir ove dve posledniinjenice dobija se A :{ Ja-1+ 1‘ + ‘m - 1‘ =

Ja-1+1+1-,/a-1 =2.

ZADACI
1. ReSislede jedndine:
a)lxl=3 blx-1U=5
c)I13x-121=2x-3 d)I2xl+x=6
e)IxI+Ix-21 =8 HIxlI=Ix+U = 1x-2I
g llx+3l-x1=7 h)Ix+3l-x =Ix+9l
D IXI+Ix+1l+Ix+21=9 DIX+Ix-U=1Ix-2+Ix+1l

2. Resiti jednainu | x° + 2001 — | X¥* —2x + 100 = 4122.

a) Vx?-6x+9=5

3. Odrediti skup reSenja sledk jedn&ina: b) \/?+ x> -2x+1=7

€) VX2 +8x+16=+/x% — 4x + 4
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14.

15.

16.

17.

ResSiti sledée nejednéine

a) 12xl<14 b)3x - 21 >1

c) 14x-121 < 3x -2 d) 5x1 + x > 12

e) I6xl+17x-21 <11 Al x-11+1x+1l >2x

g) llx+31-x1<9 h)l X +191-x >1x+ 71

i) 12x1+13x+1l—Ix+21<15 D IX+Ix-U>Ix-2+x+1

a) Vx® -10x+25-| x| <5
b) Vax® —12x+9> | x| +2x -3 |

Resi jednainu: | x —1 x—1x Il =2007.

ReSi nejednéne:

Koliko reSenja ima jedr@na | x +12x +1 4x 111 = 2009.
Dokazati da jedngnal 2 —1 1 —I x Ill =1 ima pet realnih reSenja.

Odrediti najmaniji realan brop\ takav da za bilo koji realan broj za koji jel x— 21 < 0,04, vazi da je
| X* -5l <A

Odrediti skup téaka u xOy ravnéije koordinate zadovoljavaju jednakogt | x| + X .

Koliko ima tataka M, y) u koordinatnoj xOy ravniije su obe koordinatei y celobrojne, ako je
IxI+1yl<10.

Odrediti realni parametar a tako da jetina | x— 1 + 1 x + 1l =ax ima najvéi mogLi broj realnih
resSenja.

Odrediti sve realne brojeve a za koje jetina | x+ 1| + [x—2| +x =[x | + a ima beskonarao
mnogo reSenja.

Jednainom 26| x | + 154|y | = 2002 u xOy ravni je odden jedan paralelogram. Odrediti povrSinu tog
paralelograma.

Na kruznici je napisano 9 realnih brojeva. Svaknag@isanih brojeva jednak je apsolutnoj vrednosti
razlike dva sled& broja gledajéi u smeru kazaljki ndaasovniku. Zbir svih napisanih brojeva je 1.
Odredi o kojim brojevima se radi.

U temenima kocke su napisani su brojevi 1, 2,.37,.8, a na svakoj ivici apsolutna vrednost kazli
brojeva koji su upisani na krajevima te ivice. kolinajmanje raziitih brojeva moZe biti napisano na
ivicama kocke?

Neka su X X, ... , %oo X101 razliiti prirodni brojevi iz skupa{1, 2, 3, ..., 100, 11 Odredi
najmanju, odnosno najte vrednost izrazfj...|| X1 — X | — % | — X4 — ... | = X200 | — X101]-



RESENJA

a) x=—-3,%=3 bx;=—4,%=6

C) X1=3,%=9 d) X, =—6,%=2

€) 1=-3,%=5 f) jed¥ina nema reSenja
g) )=-5 hx,=—4

) Xx=—4,%= 2 ) §H10[1,0).

2. KakojexX*+200>0 iX¥ —X+100=xX —X+1+99 = x—1)*+ 99> 0, to data jeddima
postajex? + 200 —x% + 2 — 100 = 4122. Dakle, 2x = 4022, paye 2011.

3. a) Data jedrina je ekvivalentnasd x —31=5, pajex;=—2,%x =8
b) Data jedn&@ina je ekvivalentnasd x| + IX—11=7 ix=-3,%=4

c) Data jedréna je ekvivalentnasd x +41=1x-2I, pajex; =—1.

4. a) S=(7.7) B (—oo,%jm(loo)
c) S= (2,10) dp = (-0, -3)0 (2 »)
— _3 = - 00
e)S—( 13,1} NS = (-,
g9) S= (-6 ) hs= (-w,12)
i) S= [—%,4) ) s=(01)
[ e 8
5. a) x>0 b) S—( ’SJ'

6. Akojex<0,ondajd x|=-x i jedndina postajel x —1 x + x 1l = 2007, tj.I x =1 2x Il = 2007.
Slicno iz | x —1 2x 1l = 2007 dobija séx + 2xI = 2007 i na kraju — 3x = 2007, pa je x = — 669.

Ako je x= 0, onda jel x| = x i jedn&ina postajel x —1 x — x Il = 2007, tj.I x | = 2007.
Sledi da je x = 2007.

Sva reSenja date jedimee su — 669 i 2007.

7. Dva % =-2009 i x= 287.



10.

11.

|2—|1+ x|| akoje x <0
Neka jey= 12 -1 1l x Il = -
|2—|1—x|| ako je x= 0

-3-x akojex<-3

|2+1+X|=|3+X| akoje x < -1 3+x akoje-3<sx<-1

|2-1-x|=[1-x| akoje-1sx<0 _ 1-x akoje-1< x<0
|2-1+x|=]1+x| akoje0sx<1 - 1+ x ako je0< x<1
|2+1-x|=|3-x| akojel=x 3-x akojelsx<3

x—3 akoje 3 < x

GRAFIK

Pravay =1 see grafik funkcijey=12-11-I xIll upett&aka: (-4, 1), (-2,1),(0,1),(2,1),
(4, 1), Sto zrada jedndina ima pet reSenja.

Ako je | x— 21 < 0,04, onda je - 0,04x—2<0,04, paje 1,96 x <2,04 i 3,8416 %*< 4,1616.
Tadaje -1,1584 «¢ —5<-0,8384, pajel ¥*— 51 < 1,1584 =A.

0 akojex<O0

y=Ixl+x= ] .
2x akojex=0

X+ y=10 akojex>0iy>0
-Xx+y=10 akojex<0iy>0
-x—-y=10 akojex<0iy<0
Xx—-y=10 akojex>0iy<0

Skup téaka koje zadovoljavaju jednakobk | + 1yl =10 je

SLIKA



12.

13.

14.

15.

16.

Tacke koje zadovoljavaju jednakosk | + |y | < 10 nalaze se unutar dobijenog kvadrata i ima ih
(gledajéi po pravama x = -9, x = -8, x = -7 ..., x==-1,07=x =1, ... x =8, x = 9) tmo
1+3+5+...+17+19+17+...+5+3 181 +19 + 81 =181.

l1-x-1-x=ax akojex<-1
Data jednéina je ekvivalenthasa 1 - x+1+ x=ax ako je -1< x<1.

X-1l+x+1l=ax akojels<x

Odrediti realni parametar a tako da jexima | x — U + | x + 1l = ax ima najvéi mogwi broj realnih
Ako je a=-2, onda prva jeddima —X =ax ima beskongno mnogo reSenja, jer je S(=— 00, 1) .

Ako jea # 0, onda druga jednima ima jedinstveno reSenjex = g.
Ako je a =2, onda tréa jedn&ina X =ax ima beskoné&o mnogo reSenja,jer je S(i 0 ) .
Dakle najvéi broj reSenja se dobijaza=-2 ia= 2.

-1-X+2-xXx+x=-x+a akojex<-1

. . _ X+1l+2-x+x=-x+a akoje-1<x<0
Data jednéina je ekvivalentna sa

X+1+2-x+x=x+a akoje0<sx<2
X+1l+x-2+x=x+a ako je 2< x
l=a akoje x< -1
. N 2x=a-3 akoje-1<x<0 . .
Dalje se dobija, J pa data jedrigna ima beskon@o mnogo
3=a akoje0<sx<?2

2x=a+1 akoje2<x

reSenjaakoja=1,ondajeS=(s,-1 i akoje a=3,ondaje &, 7 .

Akoje x=0, ondajdy|=13 iakoje y=0,onda]e| = 77. Dati paralelogram je rondije su

dijagonale 26 i 154, pa je njegova povr§,i+§(§3$1 = 2002.

Neka su traZzeni brojevi raspdemi po kruZznici u smeru kazalji nmsovniku redomxy, X, ... Xo.
Kako je svaki broj na kruznici apsolutna vresinrazlike dva naredna posmatrano u smeru kazaljki
nacasovniku, to su svi napisani brojevi nenegativneékdl jex; = a najveti od njih. Kako jea
jednako apsolutnoj vrednosti razlike dva nagelroja, to je a =| X, — X3 |, to je jedan od njih, na
primer x, =a, a drugi X; = 0. Jasno je da jetadagd =a=|x3—Xs | =| 0 —Xx4 |, pa je i x, =a. Slicno
je x3=0=|x—Xs| =|a—xs | odakle jexs =a. Nastavljajdi dati postupak dobe se da jex; = x,
=X =X =Xs=Xg=a I X=X =X = 0. Kako je zbir svih brojeva na kruznici jednbkto je
(.
X1 =Xp=X4 = X5 = X7= Xg = s I X=Xs =X =0.
Kako je u nekom od temena kocke smestendrojl, to su na ivicama kocke koje polaze iz tog
temena raspateni brojevi | X, — 1|, [ xs—1 i |x;— 1] Kako sux;,Xs i X4 razliiti to su i
brojevi | xo— 1|,|Xs—1 i |x4— 1|razliciti, pa na ivicama kocke ima tri ili viSe raglih brojeva.
Dokazimo i da postoji raspored pri kome je riaawna kocke raspodeno t&no tri broja. To je
raspored gde su u temenima osnove kocke &, iB) redom raspoteni brojevil, 2,3 i 4 au
odgovarajaim temenima gornje osnove AB,, C, i D; brojevi5, 6,7 i 8.
Tada su na ivicama kocke razmesteni broje®i guta), 3 (2 puta) i 4 (4 puta).



17. Najmanja mogéa vrednost izraza je 1 i dobija se kjo|| 3 — 5| - 6|—4|—... | —2007] — 2009 —
2008| —2006| — 1| — 2| =1, jer za svaki prirodan broj k (k > 1) i &etiri uzastopna prirodna broja
4k — 1, 4k, 4k + 1 i 4k + 2, vazi jednakffistdk — 1) — (4k + 1) - (4k + 2)|—4k| = ||2 - (4k + 2)
| —4k|=||2 -4k -2 - 4k|= | 4k — 4k| = 0.

Najvéa mogua vrednost izraza je 2009 i dobija se Kadl 3 — 5| — 4| - 2| - ... | —2007] — 2009|
— 2008 — 2006| — 2010| — 1| = 2009, jer za svaki prirodan broj k (k > 1) i &siri uzastopna
prirodna broja 4k — 2, 4k — 1, 4k i 4R ;+ vaZi jednakos{|| (4k — 1) — (4k + 1) — 4k| - (4k - 2)| =
|2— 4k|- (4k-2)|=||4k-2—-4k+2=0

Najmanja vrednost izraza ne mozZe bith ®dajvéa ne moze biti 2010, dakle parna, jer je ma kako
raspordivali date brojeve, ostaje nepromenjiva neparngistovog zbira, odnosno razlike posto
kada se uizrazu 1 + 2 + ... + 2009 + 261201111005 ¢ija je vrednost neparna) bilo koji znak
"+” zameni sa "—" neparnost izraza se menja.



